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ABSTRACT 

It is proved that if X is a uniformly convex Banach space such that X* is also 
uniformly convex and X is not a Hilbert space then there always exists a 
subset A of X x X which is maximal accretive but not m-accretive. 

Introduction 

Soit  X un e s p a c e  de Banach ,  de n o r m e  not6e  I 1. 

Un s o u s - e n s e m b l e  A de X •  est  di t  acc r6 t i f  si: V ( x , u ) E A ( y , v ) E A ,  
VA > 0  

(I) Ix-y§ ]x-yl. 

Un tel e n s e m b l e  est  dit max imal  acc r6 t i f  s ' il  n 'es t  c on t e nu  s t r i c t e m e n t  dans  

aucun  s o u s - e n s e m b l e  acc r6 t i f  de X x X. 

Un tel e n s e m b l e  est  dit m - a c c r 6 t i f  si: 

V z  ~ H V A - > 0  ::l(x,u)U_ A 

tel que x + Au = z.; 

II est  b ien connu: (cf ,  pa r  e x e m p l e  B r o w d e r  [2]) que  tout  e n s e m b l e  m -accr6 t i f  

est  max ima l  accr6t i f .  

Min ty  [9] a mont r6  que,  dans  un e s p a c e  de Hi lbe r t  tout  e n s e m b l e  max ima l  

acc r6 t i f  es t  auss i  m - a c c r 6 t i f .  C r a n d a l  et  L igge t t  [6] et ,  i n d 6 p e n d a m m e n t ,  

Ca lve r t  [4] on t  mont r6  que,  si X es t  un e s p a c e  ! p, il ex i s t e  des  e n s e m b l e s  

m a x i m a u x  acc r6 t i f s  non m - a c c r 6 t i f s  ( N o t o n s  que  r e s p a c e  I p e s t  u n i f o r m 6 m e n t  

c o n v e x e  ainsi  que son dual) .  
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Le but de oct article est de montrer  que les contre-exemples  de [6] et [4] ne 

sont pas pris au hasard, mais que les seuls espaces X uniform6ment convexes  

ainsi que leurs duals X* qui verifient la propri6t6 d6montr6e par Minty sont les 

espaces de Hilbert. Nous 6nonqerons: 

THEOREME. Soit  X un espace  de Banach  uni formdment  convexe  ainsi que 

son dual X * ,  et qui n "est pas un espace de Hilbert. 1l existe un sous-ensemble  A 

de X • X max ima l  accr#tif, mais  non m-accrgtif. 

Nous utiliserons la proposition suivante: 

PROPOSITION. Soit  X un espace de Banach  uni formdment  convexe  ainsi que 

son dual X *  et soit A un ensemble  accrdti f  a w m t  les propridtds suit 'antes : 

(i) O E c o n v  D ( A ) .  

(ii) il existe ttn voisinage v(O), tel que pour  tout A '  accr#ti[ contenant  A 

v(0) fq D ( A  ' )=  oh. 

Alors,  il n 'existe aucum ensemble  B m-accr#t i l  contenant  A. En effect, si B e s t  

un ensemble m-accr6t i f ,  d 'apr~s un r6sultat de Crandall (of. Brezis-Pazy Ill), 

D ( B )  est convexe.  Done, si B e s t  m-accr6t i f  contenant  A ,  d 'apres  (i): 

0 E D ( B ) .  Or ceci contredit  (ii) et cela d6montre done notre proposition. Nous 

d6montrerons  d 'abord le th6or6me 6none6 ci-dessus pour un cspace X de 

dimension 2, puis le g6n6raliserons dans une deuxi6me 6tape. 

1. D6finition et Rappels 

X d6signe ici un espacc de Banach de norme I I et de dual X*. On appelle 

application dc dualit6 (not6e J)  I 'application (multivoque) de X dans X* 

v , : ~ x  J( . , , - )={ IEX*l  I . t lx.=lxl , ,  el (L.,,I=I.,,"} 

(Grficc au th6or6me de Hahn-Banach,  on sail que Vx E X  J ( x ) ~  oh). On dil 

quc X est s tr ictcmcnt convexc  si: 

Vx,~x_~ Ix,!=fx: j=l  

pour tout A telque 0<~ .  <1  
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I A x , + t l - A ) x : I <  I. 

On dit que X est uniformement  convexe si en outre: Ve > 0  30  > 0  tel que 

Vx, .x , .  I x , l = l x : [ =  I ! x , - x _ . [ > r  t entraine 

~ < l - e .  

11 est bien connu que. si X est de dimension tinie. X est str ictement convexe 

si et seulemcnt si X est uniform6ment convexe.  

Nous r6sumerons darts la proposition suivante les r6sultats classiques cf. 

Browder 131 sur les notions que nous venons de d6finir: 

PROPOSITION. 

a) J e.st, pm~r tout  e.space de Banach  X. fa ihh 'ment  c o n t i m w  au .sen.s 

sttit 'anl : 

V x,, ---, x et si Vn y,, C J(x,, ) 

alors y . ~ y  et y E J ( x ) .  

b) .~i X est x t r ic tement  convexe .  J e.~t injective.  

c) si X *  e.st s t r ic tement  convexe ,  alor.s pour  tout  x. {J (x )} est r~duit ~'i tm seul 

~;l~ment. 

Rappelons enfin que la d6tinition des ensembles  accr6tifs donnee au debut 

est 6quivalente a la suivante (of Kato 181). 

V(x, u l C A  ( y . t ' )G_A  3 ] E J ( x  - y l  

tel que:(u - r. f l  SO. 

Pt 
Designons par p, la projection de X • X sur X d6finie par: (x.u)---,x. 

I . ' image de A par p, s 'appele le domaine de A. Enfin. il r6sulte du lemme de 

Zorn que tout ensemble accr6tif est inclu dans un ensemble maximal accretif.  

2. Cas n - - d i m  X = 2  

Nous allons montrer,  compte  tenu de ce qui precede,  que dans un espace de 

Banach de dimension ". s tr ictement convexe ainsi que son dual. mais qui n 'esl  
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pas un espace de Hilbert,  il existe un ensemble A accr6tif qui n'es! contenu 

dans aucun ensemble m-accrdt i f .  

En r6alit6 (cf. Cernes,  [5]) on peut toujours construire un tel ensemble pour le 

cas ou X,  de dimension 2, n 'est  ni un espace de Hilbert,  ni un espace  dont la 

boule-unit6 est un parall~logramme, (sans donc supposer  X ou X* str ictement 

convexes) ,  mais nous nous limiterons au cas ~nonc6 pr6c6demment  (cf. aussi 

CrandalI-Liggett ,  [6]). 

Nous allons donc maintenant construire un ensemble A accr~tif, tel que 

D ( A )  soit un ensemble fini, et que A poss6de les propri6t~s (i) el (ii) de la 

Proposition donn6e dans I ' introduction. 

Pour ceci. soil S , ( X )  le cercle-unit6 de X,  c 'est  h dire: 

s , (x)={x~xl  I x l = l ) .  

Nous allons montrer  qu'il existe i E S , ( X )  tel que J ( i )  = i. 

C'esl  une consequence immediate du lh~or~me de Borsuk. mais on peut aussi 

donner  de ce fail la demonstra t ion ~l~mentaire suivanle: 

Soit a un point de S , ( X )  dont la distance euclidienne h l 'origine est maximale.  

Le cercle de centre 0 el de rayon 0a est donc tangent en a ~ S , ( X ) ,  el la 

normale en a "it S , ( X )  est donc bien portee par 0a. Posant 0a = i, on volt bien 

qu 'alors  J ( i  ) = i. [I est d 'autre  part facile de voir qu 'on peut choisir trois points 

x o=  i. x , .  x: de S ~ ( X )  tels que: 

I) 0 appart ienne h I ' interieur du triangle x0 x, x2. 

2) les J (x t )  soient tous distincts I =0 ,1 ,2 .  

3) si H , = { z E X [  (z.J(x,))<_-.O} 

2 

(2) n H, = {0}. 
/ - 0  

P o s a n t  p.0 = - • x o ( e  > O) #,  =/~:  = 0 on volt alors que si 

H', = {z I(z - #,, J (x ,  )) -5 0} 

2 

(3) n H, = ~ .  

D6finissons aussi les D, = {z I(z - #~, J(xa)) = 0}. 

On peut d'ailleurs supposer  x, et x2 tels que ( x , , j ) > 0 ,  ( x 2 , j ) < 0  (j designe le 
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vecteur directement perpendiculaire a i). 

!1 est clair qu'alors, pour tous t,. t: positifs: 

339 

Posons alors: 

0 E COnV(Xo, t~X~, l..X2). 

y , = x o  y , = t , x ,  y .= t :x : .  

Enfin. soit h u n  r6el et appelons M0 le point de Do d 'ordonnee h. 

Menons alors par Moles  droites ,5, et ,52 d6finies par: 

5̀, = { z l ( z - M o ,  J ( y , - y o ) ) = O } .  

Soient alors M, = D, fq `5, et M.. = D2 A `5~. (les/9, et 5̀, n'6tant pas parall~:lles 

M, et M~. existent bien) On d6finira 

A = {(y,,,Mo; (y , .M,) ;  (y2M2)}. 

Montrons que A est accr6tif. 

En effet, par d6finition des & : ( M , - M o . J ( y , - y o ) ) = 0  I = 1.2. 

Reste/~ v6rifier 

(4) ( M 2 - M , .  J ( y : -  y,)) => O. 

Supposons maintenant que, pour tous choix des y,(I = O, 1,2) v6rifiant les 

conditions pr~c~dentes, on ne puisse r~aliser (4) . Un calcul de g~ometrie 

analytique montre qu'on devra alors avoir: ( J ( y 2 - y . ) ,  W ) =  0 off W e s t  un 

vecteur  de composantes  

a - B - a +  ~ 

(oi2 a,/3, A, p. designent les pentes de D,, D2, ,5,, ̀ 52 respectivement).  Le lemme 

technique suivant, que nous d~montrerons en detail dans I 'appendice, nous 

permet d'affirmer que X est alors un espace de Hilbert. 
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LEMMF. Soient i e t  t" de]inis par: 

J ( i ) = i J ( v ) ('olin(aire ~ j. 

Pour  u = ai + by (a et b rdels) posons :  

L ( u )  = pente  de la tangente  a S , ( X )  au point  u '  
I1 

= ~-~ ,  s o i e n t  

y, = ~ , i + ~ , ~  I =  1.2 

avec 

r / ,>O ~ : < 0  ( , < 0  ff:<O. 

Posons  

si 

a = L ( y , )  f l = L ( y : )  A = L ( y , - i )  ~ = L ( y 2 - i ) ;  

W = [ a - / 3 - x  +~]i+(atz-flx)j 

la relation (4) ( J ( y 2 -  y,), W) = 0 pour  tous les choix des y sat is faisant  aux 

condi t ions  prdcddentes, entraine que X est un espace  de Hilbert. 

Comme nous avons suppose que X n'est pas un espace de Hilbert. on peut 

donc construire un tel A accretif. 

Nous allons maintenant montrer que: 

0 ~ c o n v D ( A )  et VA' accr6tif A ' D A  O ~ D ( A ' )  

En effet, soit (0. z) 61ement d'un tel A'. 

Comme les Ma appartiennent aux droites /9,, I'accr6tivit6 de A'  exige que, 

pour tout I. z E H',. 

Or, ceci est incompatible avec (3). 

Enfin, les H '  6tant fermds, et J for tement  continue, on voit qu'il existe un 

voisinage v(0) tel que 

(5) V A ' D A  A '  accr6tif v(0) A D ( A ' ) = ~ .  
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II SUffit d 'appl iquer  ~ A la proposition de I ' introduction pour d6montrer  le 

th6or6me, dans le c a s n  = 2. 

3. C a s n  = d i m  X = 3  

Nous allons maintenanl d6montrer  le thdorbme pour n = 3, en construisanl  

un ensemble A accr6tif  v6rifiant les propri6tds (i) et (ii), puis en lui appliquant 

la proposit ion de I ' introduction. 

X n'6tant pas un espace de Hilbert,  il existe, d 'apr~s un resultat classique 

(cf. Day, [5]) un sous-espace V de dimension 2 qui n 'est  pas un espace de 

Hilbert. Considerons dans V I 'ensemble A construit dans le cas n = 2, v6rifiant 

(5). 

Soit D ( A )  = {y,,, y, ,  y2} C V. 

Soil k un vecteur  de X tel que: 

I k l =  I et V ={z[(z,J(k))=O}. 

(Un tel k existe, car J e s t  surjective.) (5) implique que ies H~ definis par: 

H;  = {z I(z - w,, J(y,)) _<- 0, [ Yr. w,l E A} 

ont avec V une intersection vide. 

!1 est mfime facile (par un raisonnement  de continuit6) de t rouver  h > 0  tel 

que: 

( ) (6) N H;  n{z~X} I(z.J(k))l<=h}=~. 

Soit alors A~ |e prolongement  de A d6fini par: 

A,=A U{Rk, hk}U { -Rk , -hk}  

ou R e s t  un reel assez grand pour que A, soit accretif .  Un tel choix est possible 

car J est uni formement  continue et: 

(J(ehk-yl). ehk-w~)=(J(eRk), ehk-wl) 

+ [ ( J ( e R k - y t ) - J ( e R k ) ,  ehk-w~)] 
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et (J(ehk) ,  ehk - w~ = Rh > O. 

(e = -+i). 

Soit alors A '  un prolongement  accr6tif  de A,. 

Soit z tel que (0, z) ~ A ' .  

On peut toujours ecrire z = zo + ak, ofJ zo ~ V et a E R. 

(6) implique (6'). a > h ou a < - h .  Mais alors I 'accr6tivit6 de A '  aux 

points (0, z) et (Rk, hk), (0, z) et ( - R k , - h k )  entraine (7): - h  =<a =< + h .  

(6') et (7) sont contradictoires donc: 

V A '  accr6tif  A ' D A ,  0 E D ( A ' ) .  

On montre  alors de m6me que pr6c6demment  que A '  a bien les propri6t6s (i) et 

(ii) et ceci termine alors le c a s n  = 3. 

4. Cas g6neral. (X de dimension quelconque finie ou infinie) 

Utilisant les r6sultats du cas n = 2 et n = 3, nous allons de nouveau 

construire un ensemble A accr6tif  ayant  les propri6t6s (i) et (ii), puis conclure 

de mani~re analogue aux cas pr6c6dents. 

Si X n 'est  pas un espace de Hilbert,  il existe (cf. Day, [71) un sous-espace V 

de X de dimension 2 qui n 'est  pas un espace  de Hilbert.  

A designant I 'ensemble accr6tif associ6 h V c o m m e  dans le Sec. 2, d6finissons 

le sous-espace T. 

T = { z ~ X l ( z , J ( y , ) ) = O  / = 0, I,2}. 

Soit alors Ao un prolongement  accr6tif  de A tel que 0 E D(Ao) .II est facile de 

voir que si ( 0 , z ) E A 0  et si z = zo+~" oO z o E X  et r ~ T, le prolongement  Ah 

de A defini par A ~ =  A U{0,zo} est accr6tif. 

D 'autre  part,  un suppl6mentaire T' de T darts X est de dimension au moins 2 

(car les J(y~) ne sont pas colin6aires) et au plus 3. 

Les r6sultats des n = 2 et n = 3 permettent  donc toujours de construire un 

ensemble A accr6tif  tel que: 

(i) D ( A )  fini et 0 ~  conv D ( A )  

(ii') VA'  accret if  A ' ~  D(A' ) .  

Reste b. montrer  que(ii ' )  implique qu 'on peut construire un ensemble B D A 

poss6dant  la propri6te (ii) pour conclure h I'aide de la proposit ion de I ' introduc- 

tion. Montrons d 'abord qu'il est possible de trouver un nombre R > 0 tel que si 

B est d6fini par: 
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~--a ~{.U {~,~} 
B soit accr6tif .  

II faut  mont re r  que,  pour  tout  z ( [ z l =  R)  et tout  (yl, w t } E  A on a 

(z  - w,, J ( z  - y, )) >- O. 

Posons  (8) dp~(z) = (z  - w , , J ( z  - y~)). 

On a 

(b, (z  ) = (z  - yr . . l ( z  - y, ) )+  (y, - w,, J ( z  - y,)); 

utilisant alors la d6finition de J et I ' in6galite de S c h w a r z  on a 

r  1 2 - l z - y , I  ] y , - w , I .  

Done  pour  'l z I-* + ~. 

�9 ~(z)--* + ~. 

C o m m e  I d6crit  un ensemble  fini. on peut  bien chosi r  R tel que B soit accr6tif .  

Soit alors C u n  p ro longemen t  m-acc r6 t i f  de B. Pour  tout  u de norme 

inf6rieure ou 6gale "~ I, soit v tel que (u, v ) •  C. 

On a 

soit 

soit 

(~ ~ v ~C~-.))__-0 

( ~ , ;  (~ ~ (~-~) )o  0, 

(, ~_)( (v ~)) ~ -  v,J ~ -  ~-o. 

C o m m e  J e s t  un i fo rm6men t  cont inue ,  on peut  choisir  R > 0 tel que de 
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(v 

r6sulte 

donc on a 

Soit: 

(9) Vu 

, j  v (v 

tel que l u l = s  et v t e l q u e  ( u , v ) ~ C .  

Ivl-<_R. 

Suppons alors que (ii) soit fausse pour B. I! existe alors un filtre d 'ensembles 

accr6tifs Ca contenant  B, des (~'~, T~) @ C~ tels que 

et VI (y,  w,) E A. 

(Io) 

I~'~1---~0 donc I~-~I<R 

( to  - w , , J ( ~ .  - y,)) _-> 0. 

r designant une valeur d 'adh6rence faible des r~, on obtient: 

(11) ('r - w , , J ( -  y,))->_ 0. 

11 r6sulte alors de (11) que, si C, est d6fini par 

CI = A O {0,r}, 

C, est accr6tif, prolonge A et 0 E D ( C , ) .  

Ceci contredit  (ii'). 

Doric l 'op6rateur B a bien les propri6tes (i) et (ii) et on a alors bien d6montr6 

le th6or~me dans le cas g6n6ral. 
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Appendice 

Nous allons maintenant  donner  la d~monstrat ion du lemme utilis6 darts le cas 

n = 2 .  

a) dans une premiere 6tape, supposons:  

~', = ~'2 = ~'~ 0. 

(4) s 'ecrit  alors: W colin6aire a i, soit atz - /3h  = 0. Posons alors (1)(r)= 

L(i  + rv),(l) est d6finie pour tout r. 

On a alors: 

(12) 

Posant: 

On doit donc avoir: 

~" r/2 
x ~ ' - I  Y 

et supposant  en outre que: r/. = -~r,  

(13) Vy > 0  Vx • ]0,1[. (1)(xy) x el)(- I) = el)(- x)cl)(y). 

II est alors facile de montrer  que, vu que lim,_,~ qb(x)= +~c 

3 p  > 0 K < 0 (t,(x) = K Ix I-", 

de m~me, intervertissant les r61es de y~ et y_~ 

3 p ' > 0  K ' > 0  (1)(x) = K,Ix I-.'" 
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s o i t  V ~  
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K "072 - P  P' 

~ -" , In , l - "  
K K FFI 

donc p = p ' .  

b) dans une deu• partie, nous allons montrer que 

- K  = K '  e t  p = 1. 

Pour cela, revenons au cas g6n6ral du probl6me du lemme (avec ~', ~ ~'z). 

Supposons ici st, < ~'2, (4) s'ecrit 

(14) 

p p ] P p 

K L K ' '~-~-~ - ~ - ~ - ~  K ' ~  

K K 

- k I t / l l  I "r/~ I t)2 

(15) 

= ~ , I - r  - u , .  

Lalimite du premier membre de (15) doit 6tre finie, donc il faut que p < 1. Si 
p < 1, alors 

I~,l'-I~',-lr~0 si ~g-~-oo,  

Divisons par [~',[P des deux cot6s et faisons tendre ~'~ vers - ~ ,  ce qui est 
compatible avec les hypoth6ses faites sur ~',. 
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r , 7 2 - , 7 , 1 "  - - 

donc 

i I 

ce qui est faux en g6n6ral. Donc p = 1 et on v6rifie alors que, pour  que (14) soit 

une identit6, il faut  K = - K ' .  

On peut  alors 6crire: 

(16) 
�9 (x)  = ___r (r  > 0 e t x # 0 ) .  

x 

c) pour d~montrer  le lemme, reste ~ montrer  que S , ( X )  est une ellipse. Pour 

ceci soient m e t  n l e s  coordonn6es d 'un point de S , ( X )  dans le rep/:re (0, i , j ) .  

Comme i et v sont lin6airement ind6pendants,  on peut 6crire: 

OU 

0~1  = mi  + nj = ai + by 

et 

nkl 
m = a + b k ,  a = m - -  

k2 

I1 
n = bk2 b = - -  

k2 

K 
L ( a i  + by)  = L ( m i  + nj)  = - - ~ =  

(1 

K ( k 2 m n k , n ) _  dn 
dm 

soit ndn + Kk2 m d m  = - K k ,  ndm.  

Posons 

m 2 n 2 
(re, n)  = Kk2--~ '+-~,  
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et int~grons l e l o n g d e l ' a r c  S. de S,(X) defini par n_>-0de + i  h - i .  

II vient: 

0 = 4 , ( - l , 0 ) - r  s+ ndm]. 

Et on voit facilement que fs .  ndm > O. 
Donc k, = 0. et X est bien un espace de Hilbert de dimension 2.1"6quation de 

S , ( X ) ,  6tant ~b(m,  n ) = c.  
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